7 — Analise de Sensibilidade

= Seja um PPL na forma padrao: min{ z(x) =cx | Ax=b, x=0 }.
Em problemas reais, os coeficientes de A, b e ¢ sao estimados a partir de
consideragoes praticas e podem vir a ser alterados depois que uma solucao
viavel 6tima tenha sido obtida para o problema. A analise de sensibilidade
(ou analise de pds-otimalidade) trata com o problema de obter uma solucao
viavel o6tima do problema modificado, a partir da solucdo viavel étima do
problema original.

= A analise de sensibilidade pode ser usada em varias situacoes praticas, tais
como:

= analisar alteracOes nas variaveis do problema (avaliar novos produtos);

= analisar alteracoes na matriz A de coeficientes tecnoldgicos (avaliar o
impacto de novas tecnologias ou processos de fabricacao);

= analisar alteracoes no vetor b (avaliar o impacto de novos recursos);

= analisar alteracdes no vetor de coeficientes de custo ¢ (determinar o
preco de equilibrio de um produto).

= Dessa maneira, um modelo de PL, além de determinar a solucao 6tima de
um problema, torna-se uma ferramenta de planejamento.
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Para ilustrar essas situacdes, vamos considerar o seguinte problema:

Xy X5 X3 X4 X5 X | b
1 2 0 0 -6 | 11
0 1 1 -2 -1 6
1 2 1 -1 -5 13
3 2 -3 -6 10 -5 0
Resolvendo este problema pelo método revisado, obtemos a seguinte tabela
inversa final:
VB T b’ _
x | -1 2 2|3 ou seja:
, | 1 1 -1 x'=(3,4,2,0,0 07 é&uma
-1 0o 1]2 solugao viavel ¢tima e z* = 11.
z |2 4 -1]|-1 Seja B' a base 6tima.
~
-7t

Vamos considerar diversas modificacdes neste problema, de modo a
contemplar as situagoes praticas listadas anteriormente.

187



Inclusao de uma nova variavel

= Vamos supor que a variavel x,,, foi incluida no modelo. Seja X = (X7, X,,1)
A base 6tima B' continua viavel para o novo problema, pois X'T = (x'T, 0) é
solucao viavel para o problema aumentado.

= Pelo critério de otimalidade, X'T continua sendo uma solucao viavel 6tima se
o custo relativo da nova variavel x._,,; em relacao a base B' for nao-negativo,
ou seja:
Cht1 = Coey + (A1 2 0.

Caso contrario, ou seja, se c',,; < 0, pode-se usar a tabela inversa
correspondente a base B' e resolver o problema pelo método simplex
revisado (notar que, neste caso, a nova variavel deve entrar na base).

= Exemplo: 1

Considere a inclusdo da variavel x, com A., =| 2 | e ¢, = -7. O custo
relativo de x, com relacao a B' sera: -
1
cr=cr+(-mA,=-T+(=2 4 -1) 2 |=2
-3

Portanto, a solugcao étima anterior continua 6tima e a solucao viavel 6tima
para o novo problema é X' = (3, 4, 2, 0, 0, 0, 0)7, com z* = 11.
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Outro exemplo: 3
Seja a inclusao da variavel x, com A., = [—1 1] e ¢, = 4. Neste caso, temos:

3
ch=4+(-2 4 -1)-1]|=-7
1
logo, a nova variavel deve entrar na base. Os novos coeficientes relativos a

coluna de x; serao:
-1 -2 2\/3 1
1 1 —-1f-1(=|1
-1 0 1)1 -2

Para determinar a variavel que deve sair da base, devemos calcular a razao
minima:

' —1
A5 =B A, =

VB T b' | A

§)
x, | -1 -2 2 3 @ 3/1 = 3 - Logo, a variavel x,

deve sair da base.
X, 1 1 -1 4 1 4/1 =4

-z | -2 4 -1 |-11]| -7

Efetuando as operacgoes de pivotamento, teremos:
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VB T b’

x; | 3 4 5 | 8
z |9 -10 13|10

Para verificar se a base atual é 6tima devemos calcular os custos relativos
das variaveis nao-basicas em relacao a base atual:

1
¢|=3+(-9 -10 13)0|=7
1
1 Logo, como existem variaveis
c'y=-6+ (—9 -10 13)3(=-6 com custo relativo negativo, a
3 base atual ndo é 6tima e a
0 execucao do algoritmo deve
¢'s=10+(-9 -10 13)}-2|=17 continuar.
-1
-6
ce==5+(-9 -10 13)-1|=-6
-5

Exercicio: Completar a execucao do algoritmo.
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Inclusao de uma nova restricao de desigualdade

= Seja a nova restricao: Ay, X = b.q

Seja K o conjunto de solucdes viaveis do problema original. A inclusao
dessa nova restricao fara com que alguns pontos de K sejam inviaveis para
0 hovo problema.

O novo conjunto de solucoes viaveis (K') sera

A..,-X=Db )
i ™ menor do que K, ou seja, K' C K.

A Seja x' uma solugao otima do problema
original. Se x' € K' (ou seja, se x' satisfaz a
nova restricao), x' € uma solucao 6tima para
0 Novo problema.

Caso contrario (x' & K"), podemos definir uma nova variavel x. ., (variavel
de folga da nova restricao) como:

Xn+1 = - Am+1r- X+ |:)m+1

Neste caso, X', = - A+1,- X' + b,y <0, pois X' nao satisfaz a nova
restricao. Com esta nova variavel, considere entao o seguinte problema
n

aumentado: min  z(X)= Ecj x, +0x

j=1

A 0 X b
S.d =
( Am+1 2° 1 ) ( xn+1 ) ( bm+1 ) 191
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= Seja B; uma base 6tima do problema original e B, a base obtida de B,
incluindo-se x,,,, no vetor de variaveis basicas. B, € uma base primal
inviavel para o problema aumentado, pois x' nao satisfaz a nova restricao.

= Por outro lado, tem-se que c,.; = 0 e, portanto, os custos relativos das
demais variaveis com relacao a base B, sao 0os mesmos custos existentes
com relagao a base B, (pois nao sera necessaria uma operacao de "pricing
out" para c,.;, que ja € nulo). Como B, € base 6tima, esses custos relativos
sao todos nao-negativos. Logo, os custos relativos referentes a base B, sao
todos nao-negativos e, portanto, B, € uma base dual viavel.

= Logo, partindo-se da base B, e utilizando o método dual simplex podemos
resolver o problema aumentado. A base B, pode ser obtida facilmente a
partir da tabela inversa final do problema original, fazendo:

-1 . .
gl = Bj 0 coeficientes da linha
2 7 gl 1 m+1 referentes as
1 varidveis basicas
Exemplo:

Seja x; — X, + 33 < — 7 a nova restricao.

A solucao otima x' = (3, 4, 2, 0, 0, 0)" nao satisfaz essa nova restricao.
Seja x, a variavel de folga, ou seja, X, = - x; + X, — 33— 7.

Entao, teremos:
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-1 -2 2
By

I
U
[E—

I
[E—

-1 -2 2

“Ag,.Bil=C11 =3})1 1 -1|=6 3 -6)
-1 0 1

X7 =-3+4-3(2)-7=-12

Logo, a tabela inversa para o problema aumentado sera:

VB T b’
Xy | -1 -2 2 0 3
X, | 1 1 -1 0

X3 | -1 0 1 0] 2
X | 5 3 -6 1 [-12
z|-2 4 -1 0 |-11

Exercicio: Aplicar o método dual simplex revisado para resolver o problema
aumentado.

Pode-se mostrar que o problema de "incluir uma nova restricao de desigualdade”
é o dual do problema de "incluir uma nova variavel restrita em sinal"
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Inclusao de uma nova restricao de igualdade

Seja a nova restricao: A..;,. X = b .4

Neste caso, se a solucao otima x' do problema original satisfaz a nova
restricao, ou seja, se A.,1,- X' = b.,,; entao x' & solugao 6tima do novo
problema.

Caso contrario (ou seja, se A,.1,- X' = b_.,), dois casos podem ocorrer.

Am+1l' X' > IDm+1
Neste caso, podemos acrescentar ao problema original a seguinte
restricao:

Amire X = Xng1 = Dryy ’ Xns1 = 0
Seja, entao, o seguinte problema aumentado, onde x,,,; € uma nova
variavel artificial:

min - Z(X) = ex+Mxp. onde M é um numero

A 0 X b positivo arbitrariamente
s.a -
(Am+la- 1)(Xn+l) (bm+1)

Entdo, dada a solugao 6tima x' do problema original, X = (X', X', )T
comX',; = A1, X' — b, € SBV para o problema aumentado,
que podera ser resolvido pelo método do big-M.

grandee X = (X X,,1)"=0
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Seja X' a solucao otima final do problema aumentado. Se nesta
solucao, x',.; > 0, entao o novo problema (isto €, o problema original
mais a nova restricao) sera inviavel. Do contrario (x',,; = 0), entao x' é
solucao 6tima do novo problema.

I
= Apire X < by

Neste caso, tem-se uma situacao analoga ao caso anterior, bastando
trocar o coeficiente de x,,, de -1 para +1.

Exemplo:
Seja x; + X, + X3 + X4 + Xs + X, = 12 a nova restrigao.
A solucao otima x' = (3, 4, 2, 0, 0, 0)T nao satisfaz essa nova restricao.
Neste caso:

Ap,x'=(0 11 11 1}5]=9<by, =12

SOOoOND B~ W

Logo, a variavel de folga sera: x, =b. ., —A .. X' =12-9=3
e, portanto, X = (3,4, 2,0, 0, 0, 3)T € SVB para o problema aumentado.
Sabendo que (X;, X,, X3) € um vetor basico 6timo para o problema original,
podemos ter a seguinte tabela para o problema aumentado:

195



VB| Xy X X3 X4 Xs X X, | b
X; | 1 2 0 1 0O 6 0 |11
X; | O 1 1 3 -2 -1 0 6
X3 | 1 2 1 3 -1 -5 0|13
X; | 1 1 1 1 1 1 1 |12
a | 3 2 -3 -6 10 -5 O 0
§ 0O O 0 o 0 O 1 0

Lembrar que, no
método do big-M, os
coeficientes de
custo relativo sao da
forma a + M.

= Efetuando as operagdes de pivotamento necessarias para que (Xy, Xy, X3, X7)
seja um vetor basico, teremos:

VB | Xy X X3 X4 Xs X X, | b
X; | 1 o o0 -1 2 -2 0] 3
X, | O 1 0 1 -1 -2 0| 4
X3 | 0 0 1 2 -1 1 0 2
x, ] 0 0 0 -1 1 (4) 1|3
a | 0O 0 O 1 3 8 0 |-11
p | 0 0 O 1 -1 -4 0| -3

Portanto, a base nao é
6tima, pois xs e X, tém
custos reduzidos
negativos. Vamos
escolher x; para entrar
na base. Logo, pelo teste
da razao, x, deve sair da
base.
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= Teremos, entao:

VB | X, X X3 X4 X5 Xg Xy b

X4 1 0 0 -3/2 5/2 0 1/2| 9/2

X, 0 1 o 1/2 -12 0 1/2| 11/2

X3 0 0 1 9/4 54 0 -1/4| 5/4

Xg 0 0 o -1/4 14 1 1/4| 3/4

o 0 0 0 3 1 0 -2 | -17

B0 0o o0 o0 0 0 1 |C0) {mmtx=0

= Logo, como nado existe custo reduzido negativo, a base é 6tima para o
problema aumentado. Como t* = 0, tem-se uma solucao 6tima para o
problema novo (problema original mais a nova restricao), ou seja:

x* = (9/2,11/2,5/4,0,0,3/4)T com  z* =17

Mudanca de coeficiente de custo nao-basico ("cost ranging")

= Seja x. uma variavel nao-basica (nao esta no vetor basico 6timo), com
coeficiente de custo c.. O problema do "cost ranging" €: assumindo que
todos os outros coeficientes de custo continuem inalterados, qual € o
intervalo de valores de c, dentro do qual B' continua sendo uma base
otima?

197



= B' continuara sendo uma base 6tima se:
c,=c-nA. =0 ou seja, se c=m A,
= Sec <a'A., entdo x, € a Unica variavel nao-basica com custo relativo
negativo com relacao a base B' (todas as demais variaveis tém custo nao
negativo, pois B' € base étima). Logo, a variavel x. deve entrar na base e a
execucao do algoritmo simplex devera continuar até obter uma nova base
terminal.

Exemplo:

Atualmente c; = 10. Qual € o intervalo de valores para ¢ que mantém B'
como base 6tima? Este intervalo pode ser determinado por:

0
cs+(-m)As=cs+(-2 4 -1)-2]=0
-1

ou seja: C; = 7.

Mudanca de coeficiente de custo basico

= Vamos considerar o intervalo de valores de c; (x; € variavel basica). Seja
¢, = 8;, onde &, € um parametro e n(8,) a solugao dual em fungao de 6,
c(d;) G = 1, ..., n) os coeficientes de custo relativo em fungao de 9,,
correspondentes a base B'.
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| EntENIO: J'E(E)l) - (61, Cz, raay Cm)B'_l
C'J(él) = C_] - TC(61)A.] (J = 1, raay n)

O intervalo de valores de 8, para que B' continue como base 6tima € o
intervalo dentro do qual ¢(6,) =0( =1, ..., n).

Se for necessario mudar o valor de c; para um valor 6 fora deste intervalo,
deve-se calcular todos os c'(9), escolher uma das variaveis com c'(8) < 0
para entrar na base e continuar a execucao do algoritmo simplex.

Mudanca em coeficiente do lado direito

= Vamos considerar o intervalo de valores de b, para o qual B' continue a ser
uma base otima. Seja $, um parametro para representar o valor de b, (por
hipdtese, todos os demais valores de b; continuam inalterados).

= Sabemos que B' € uma base 6tima quando B, = b;.

= Sabemos também que B' é uma base dual viavel (pois é étima) e que,
alterando-se o valor de B,, continuara dual viavel (pois a viabilidade dual
independe do valor do coeficiente do lado direito).

= Portanto, alterando-se o valor de #,, B' sera 6tima para todos os valores de
B, para os quais B' é primal viavel, ou seja:

XB(Bl) = B"1 (ﬁll bZI rery bm)T =0
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=  Estas inequacbes (todas lineares em ,) determinam o intervalo de valores
de B, que mantém B' como base étima.

Exemplo:
-1 -2 2]61 —py+14

xgBp)=(1 1 =1|6|=| B1-7
-1 0 1 )| 13 —By +13

Logo, para que B' continue como base 6tima devemos ter:

-B;+14=0 = B, <14
B;—7=0 = By =7 = 7<p; =13
-B1+1320 = B1513

Se for necessario mudar o valor de b, para um valor g fora desse intervalo,
B' continuara sendo dual viavel, mas primal inviavel. Assim, partindo de B'

pode-se aplicar o método dual simplex.

Mudanca em coeficiente de coluna nao-basica da matriz A

= Seja x; uma variavel que ndo esta no vetor basico 6timo x; relativo a base
otima B'. Vamos determinar o intervalo de valores para um a; (mantendo-se
inalterados todos os demais coeficientes, inclusive os demais coeficientes da
coluna j) para o qual B' continue como base 6tima.

200



Seja oy; um parametro que representa o valor de a;. Como x; € variavel ndo-
basica, uma alteragao em a;; ndo altera a viabilidade primal de B', mas pode
alterar o custo relativo de x; (e, portanto, a viabilidade dual):

Ci(oy) = ¢ - ' Ay(oy)
onde A.j(ay) = (Agj wees Big gy gy At jr +eey Ay)"
B' continuara sendo ¢tima se c'j(a;) = 0.

Exemplo:
ays = -2 (Xs € variavel nao-basica)

0
C's(0p5)=10+(=2 4 =1)ops [=11+4ays
-1

Logo, B' continuara dtima se 11 + 4o, = 0, ou s€ja, o, = -11/4.

Se for necessario mudar o valor de a,s para um valor o fora deste intervalo,

c's sera negativo e x; devera entrar na base e a execugao do método
simplex devera continuar.

Mudanca em coeficiente de coluna basica da matriz A

Vamos supor que o coeficiente a,; sera alterado (x, € variavel basica). Seja
A'.; = (d'y4, a5y, .-+, @y1)" @ NOVa coluna, que vamos associar a uma nova

variavel x';.
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A coluna anterior A.; nao faz mais parte do problema e pode ser eliminada
(fisicamente, a variavel x'; substitui a variavel x,). Podemos construir um
novo problema:

Xy X e Xy XYy
A, A, .. A, A, | Db
M C, ¢, G 0

Para esse novo problema, B' continua sendo viavel (note que x'; € variavel
nao-basica neste problema) e x, pode ser vista como uma variavel artificial.
Pode-se, portanto, partindo de B', aplicar o método do big-M.

Note, no entanto, que se for usado o método simplex revisado, a tabela
inversa tera que ser refeita, pois o custo de x, foi modificado para M e o
vetor dual tera que ser recalculado:

' =(M, ¢, ..., C,)B"?
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